
ëÒÁÔÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ

§1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ
ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔØ D, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÉÎÉÅÊ

L, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÊ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ, É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ × D ÆÕÎËÃÉÑ z = f(x, y).
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÎÁ ÐÌÏÝÁÄËÉ Si, i = 1, 2, . . . , n, –Si ¡
ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÌÏÝÁÄÏË Si. óÕÍÍÁ

n
∑

i=1

f(Pi)–Si, Pi ∈ Si

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ, Á ÐÒÅÄÅÌ ÔÁËÉÈ ÓÕÍÍ ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ÎÁÉÂÏÌØ-
ÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÐÌÏÝÁÄÏË Ë ÎÕÌÀ É ÞÉÓÌÁ ÐÌÏÝÁÄÏË n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x, y) ÐÏ ÏÂÌÁÓÔÉ D, ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ
∫∫

D

f(x, y) dS.

õËÁÚÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ × D ÆÕÎË-
ÃÉÉ

z = f(x, y).

÷ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Ä×ÏÊÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË ¡
∫ ∫

D

f(x, y) dx dy, Á × ÐÏÌÑÒÎÙÈ ¡

∫ ∫

D

f(r, ϕ)r dr dϕ.

§2. ðÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ
ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ Ä×ÏÊÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ Ä×Å ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÂÌÁ-

ÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ É Ó×ÏÄÑÔ × ÎÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ë ÐÏ-
×ÔÏÒÎÏÍÕ:

1) ÏÂÌÁÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑD ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ÐÒÑÍÙÍÉ x = a
É x = b, (a < b), Á ÓÎÉÚÕ É Ó×ÅÒÈÕ ¡ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ y = ϕ(x)
É y = ψ(x), [ϕ(x) 6 ψ(x)].
äÌÑ ÔÁËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(1)

∫ ∫

D

f(x, y) dx dy =

b
∫

a

dx

ψ(x)
∫

ϕ(x)

f(x, y) dy,

1
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ÐÒÉÞÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

ψ(x)
∫

ϕ(x)

f(x, y) dy, × ËÏÔÏÒÏÍ x ÓÞÉ-

ÔÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ.

2) ÏÂÌÁÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑD ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ É Ó×ÅÒÈÕ ÐÒÑÍÙÍÉ y = c
É y = d, (c < d), Á ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ¡ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ x = ϕ(y)
É x = ψ(y), [ϕ(y) 6 ψ(y)].
äÌÑ ÔÁËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ä×ÏÊÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ:

(2)

∫ ∫

D

f(x, y) dx dy =

d
∫

c

dy

ψ(y)
∫

ϕ(y)

f(x, y) dx,

ÐÒÉÞÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

ψ(y)
∫

ϕ(y)

f(x, y) dx, × ËÏÔÏÒÏÍ y ÓÞÉ-

ÔÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ.

ðÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ (1) É (2) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏ×ÔÏÒÎÙÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ.
÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÂÌÁÓÔØD ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ×ÉÄ, ÅÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ÎÁ ÞÁÓÔÉ
×ÉÄÁ 1) ÉÌÉ 2).

ðÒÉÍÅÒ 1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ
∫∫

D

(x − y) dx dy, ÅÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ D ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÌÉ-

ÎÉÑÍÉ y = 2− x2 É y = 2x− 1.
òÅÛÅÎÉÅ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÂÌÁÓÔØD. ó×ÅÒÈÕ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÐÁÒÁÂÏÌÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ
× ÔÏÞËÅ (0, 2), Á ÓÎÉÚÕ ¡ ÐÒÑÍÁÑ. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ

2− x2 = 2x− 1,
ÎÁÊÄÅÍ ÁÂÓÃÉÓÓÙ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÏ×. ðÏÌÕÞÉÍ x = −3 ÉÌÉ x = 1.
ïÂÌÁÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ÔÉÐÕ 1). òÁÓÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÐÒÅÄÅÌÙ
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I =

∫ ∫

D

(x− y) dx dy =

1
∫

−3

dx

2−x2
∫

2x−1

(x− y) dy.

÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

2−x2
∫

2x−1

(x− y) dy =

[

xy − 1
2
y2

]2−x2

2x−1
= −1
2
x4 − x3 + 2x2 + x− 3

2
.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ × ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

I =

1
∫

−3

(

−1
2
x4 − x3 + 2x2 + x− 3

2

)

dx =

=

[

− 1
10
x5 − 1

4
x4 +

2

3
x3 +

1

2
x2 − 3

2
x

] 1

−3
= 4
4

15
.

ïÔ×ÅÔ: 4
4

15
.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÐÒÅÄÅÌÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ×
Ä×ÏÊÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ

∫∫

D

f(x, y) dx dy, ÇÄÅ D ¡ ÏÂÌÁÓÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÒÑ-

ÍÙÍÉ 2y = x, y = 2x, x = π.
òÅÛÅÎÉÅ.

éÚÏÂÒÁÚÉ× ÏÂÌÁÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ (ÓÍ. ÒÉÓ.), ÂÕÄÅÍ ÓÎÁÞÁ-
ÌÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏ y. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÉÍÅÅÍ 0 6 x 6 π.
åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ x, ÔÏ ÏÎÁ
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ÐÅÒÅÓÅÞÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ D × ÔÏÞËÁÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ y = x
2 É y = 2x, ÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏ,
∫ ∫

D

f(x, y) dx dy =

π
∫

0

dx

2x
∫

x

2

f(x, y) dy.

åÓÌÉ ÖÅ ÎÁÞÁÓÔØ Ó ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ x, ÔÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0 6 y 6 2π ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ (x, y) ÏÂÌÁÓÔÉ D É ÞÔÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ
ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ y, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÂÌÁÓÔØD × ÔÏÞËÁÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ (ÓÍ.
ÒÉÓ.):

x =
y

2
É x = 2y ÐÒÉ 0 < y <

π

2
{D1}

ÌÉÂÏ
x =

y

2
É x = π ÐÒÉ

π

2
< y < 2π {D2} .

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÌÁÓÔØD ÎÁÄÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÏÂÌÁÓÔÉ, ÐÏÓÌÅ
ÞÅÇÏ ÉÍÅÅÍ

∫ ∫

D

f(x, y) dx dy =

∫ ∫

D1

f(x, y) dx dy +

∫ ∫

D2

f(x, y) dx dy =

=

π

2
∫

0

dy

2y
∫

y

2

f(x, y) dx+

2π
∫

π

2

dy

π
∫

y

2

f(x, y) dx.

óÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÏÂÌÁÓÔÉD, ÐÏÌÏÖÉ× f(x, y) = sin y,
ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ ÏÔ×ÅÔ:

∫∫

D

sin y dx dy = 2.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØD¡ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË (x, y), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x > 0, y > x2

É y 6 2− x2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ
∫∫

D

√
xy dx dy.
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òÅÛÅÎÉÅ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË (x, y), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x > 0, ¡ ÜÔÏ ÐÒÁ×ÁÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ.
íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË (x, y), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ y > x2, ¡ ÜÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁÄ
ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË (x, y), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ y 6 2− x2, ¡ ÜÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ,
ÌÅÖÁÝÁÑ ÐÏÄ ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ y = 2− x2.
íÎÏÖÅÓÔ×ÏD ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÏÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÉÈ

ÔÒÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, Ô.Å. ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ.

ä×Å ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ 2 − x2 = x2, Ô.Å. ÐÒÉ 2x2 = 2,
ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ÐÒÁ×ÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÙ (1, 1). äÌÑ ÔÏÞÅË ÏÂÌÁÓÔÉ D ÁÂÓÃÉÓÓÁ x ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ 1. ÷ÅÒÔÉ-
ËÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÍ x ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ D ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ, ËÏÎÃÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÒÉ×ÙÍ y = x2 É y = 2− x2.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

∫ ∫

D

√
xy dx dy =

1
∫

0

dx

2−x2
∫

x2

√
xy dy =

1
∫

0

√
x

[

y2

2

]y=2−x2

y=x2
dx =

=

1
∫

0

√
x
1

2

[

(2− x2)2 − x4
]

dx =

1
∫

0

(

2x
1

2 − 2x 52
)

dx =

[

4

3
x
3

2 − 4
7
x
7

2

]1

0

=
16

21
.

óÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏ x, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏ
y.

äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ä×ÏÊÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ
ÐÏÌÑÒÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

{

x = r cosϕ,
y = r sinϕ.
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÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
∫ ∫

D

f(x, y) dx dy =

∫ ∫

D

f(r cosϕ, r sinϕ)r dr dϕ.

ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ Ä×ÏÊÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÉÓ-
ÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÐÏ-
ÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÔÎÅÓÑ ÅÅ Ë ÐÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ (r, ϕ), ÎÏ ÎÅ-
ÏÂÈÏÄÉÍÏ ÅÝÅ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÅÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ r. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ É × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÎÏ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ
ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. üÔÏÔ ÍÎÏ-
ÖÉÔÅÌØ × ÞÅÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ñËÏÂÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÑËÏÂÉÁÎÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ D ¡ ÞÁÓÔØ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉ-
ÓÕÎËÅ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ

∫∫

D

ex
2+y2 dx dy.

òÅÛÅÎÉÅ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ϕ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ π
2 , Á r ÉÚÍÅ-

ÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 1 ÄÏ 3, ÄÁÌÅÅ,

x2 + y2 = (r cosϕ)2 + (r sinϕ)2 = r2.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

∫ ∫

D

ex
2+y2 dx dy =

π

2
∫

0

dϕ

3
∫

1

er
2

r dr =

π

2
∫

0

dϕ

3
∫

1

1

2

(

er
2

dr2
)

=

=
1

2

π

2
∫

0

dϕ
[

er
2
]r=3

r=1
=
1

2

π

2
∫

0

(e9 − e) dϕ =
πe(e8 − 1)
4

.

âÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÔØ, ÔÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÍÅÔÏÄÙ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ.
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ä×ÏÊÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÐÌÏÓËÉÈ ÆÉ-
ÇÕÒ É ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, ÏÂßÅÍÏ× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÅÌ, ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ,
Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÍÁÓÓÙ × ÐÌÏÓËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, Á ÔÁË-
ÖÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞ.
ó ÐÏÍÏÝØÀ Ä×ÏÊÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÅ ×ÅÌÉ-

ÞÉÎÙ: ÍÁÓÓÕ m, ÓÔÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÍÅÎÔÙ Mx, My, ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÎÅÒÃÉÉ Jx, Jy,
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ ÐÌÏÓËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ D (xc, yc) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ
ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ρ(x, y) ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÓÓÙ ÐÌÏÓËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ. ðÕÓÔØ
ÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ÆÉÇÕÒÁ D, ÔÏÇÄÁ

m =

∫ ∫

D

ρ(x, y) dx dy ¡ ÍÁÓÓÁ,

Mx =

∫ ∫

D

ρ(x, y)y dx dy,

My =

∫ ∫

D

ρ(x, y)x dx dy,























Jx =

∫ ∫

D

y2ρ(x, y) dx dy,

Jy =

∫ ∫

D

x2ρ(x, y) dx dy,























xc =
My

m
, yc =

Mx

m
.

ïÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ×ÔÏÒÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ
ÏÂÌÁÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ¡ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË × ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÌÉ
ÕÓÅÞÅÎÎÙÊ ÓÅËÔÏÒ × ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (Ô.Å. ÐÒÅÄÅÌÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ), Á ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x, y) = u(x) · v(y) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ
× ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. ðÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ.

ðÒÉÍÅÒ 5. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ
∫∫

D

x ln y dx dy, ÅÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÑ-

ÍÏÕÇÏÌØÎÉË 0 6 x 6 4, 1 6 y 6 e.
òÅÛÅÎÉÅ.

ïÂÌÁÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ÔÉÐÕ 1) É Ë ÔÉÐÕ 2).

∫ ∫

D

x ln y dx dy =

4
∫

0

dx

e
∫

1

x ln y dy =





4
∫

0

x dx



 ·





e
∫

1

ln y dy



 ,



8 §3. ¥çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ¥ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

Ô.Å. Ä×ÏÊÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁ-
ÌÏ×.

4
∫

0

x dx =
42

2
= 8,

e
∫

1

ln y dy = y ln y

∣

∣

∣

∣

e

1

−
e

∫

1

dy = e− e+ 1 = 1.

ïÔ×ÅÔ: 8.

óÔÁÒÁÊÔÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÐÒÏÝÅÎÉÅ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ
ÒÁÂÏÔÙ.

§3. ¥çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ¥ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ
åÓÌÉ f(x, y) > 0 × ÏÂÌÁÓÔÉ D, ÔÏ Ä×ÏÊÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

∫∫

f(x, y) dS ÒÁ-
×ÅÎ ÏÂßÅÍÕ ÃÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÅÌÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ Ó×ÅÒÈÕ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ
z = f(x, y), ÓÂÏËÕ ÃÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÉ Oz, Á ÓÎÉÚÕ ÏÂÌÁÓÔØÀ D ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy.
÷ÁÖÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ËÏÇÄÁ f(x, y) ≡ 1.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÉÓÌÅÎÎÏ (ÅÓÌÉ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ): ÏÂßÅÍ
ÃÉÌÉÎÄÒÁ = ÐÌÏÝÁÄÉ ÏÂÌÁÓÔÉ D =

∫∫

1 dx dy =
∫∫

D

dx dy (ÉÌÉ
∫∫

D

r dr dϕ ×

ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ).

ðÒÉÍÅÒ. îÁÊÔÉ ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ x3 + y3 = axy.

òÅÛÅÎÉÅ.

ìÉÎÉÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ (ÏÂÙÞÎÏ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ËÏÎÔÒÏÌØÎÕÀ
ÌÉÎÉÀ ÌÕÞÛÅ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÐÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ). îÁÍ
ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÌÏÝÁÄØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÐÅÔÌÅÊ ÌÉÎÉÉ ÐÏ ÒÉÓÕÎËÕ, ÅÓÌÉ a = 1,
ÔÏ S ≈ 1

4, ÄÁÖÅ ÐÏÍÅÎØÛÅ (ÜÔÁ ÐÒÉËÉÄËÁ ÎÁÍ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÐÒÏ×ÅÒËÅ).
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ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë ÐÏÌÑÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ x = r cosϕ, y =
r sinϕ, ÐÏÌÕÞÉÍ:

(r cosϕ)3 + (r sinϕ)3 = a(r cosϕ) · (r sinϕ) ÉÌÉ r =
a sinϕ cosϕ

sin3 ϕ+ cos3 ϕ
.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁÛÅÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÅ ÍÅÎÑÌÏÓØ ÐÒÉ ÚÁ-
ÍÅÎÅ x ÎÁ y, ÔÏ ÌÉÎÉÑ y = x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓØÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÆÉÇÕÒÙ. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ÎÁÛÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ (ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÏ
ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ 0 6 ϕ 6

π
4 É ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ϕ

0 6 r 6
a sinϕ cosϕ

sin3 ϕ+ cos3ϕ
.

ðÏÜÔÏÍÕ:

S = 2

∫ ∫

D

r dr dϕ = 2

π

4
∫

0

dϕ

a sinϕ cosϕ

sin3 ϕ+cos3 ϕ
∫

0

r dr =

= a2

π

4
∫

0

sin2ϕ cos2ϕ
(

sin3ϕ+ cos3 ϕ
)2dϕ = a2

π

4
∫

0

tg2ϕ cos4 ϕ

cos6 ϕ (1 + tg3 ϕ)
2dϕ =

=
a2

3

π

4
∫

0

3 tg2 ϕd tgϕ

(1 + tg3 ϕ)
2 =

a2

3

π

4
∫

0

d
(

1 + tg3 ϕ
)

(1 + tg3 ϕ)
2 = − a2

3 (1 + tg3ϕ)

∣

∣

∣

∣

π

4

0

=
a2

6
.

§4. ôÒÏÊÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
åÓÌÉ ÄÁÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ V × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÔÅÌÏ V ) É ÆÕÎË-

ÃÉÑ f(x, y, z), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × V , ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ä×ÏÊÎÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ××ÏÄÉÔÓÑ
ÐÏÎÑÔÉÅ ÔÒÏÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. äÁÊÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÒÏÊÎÏÇÏ
ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ §1) É ÐÒÏÞÉÔÁÊÔÅ ÅÇÏ × ÕÞÅÂÎÉËÅ.
äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÒÏÊÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ó×ÏÄÑÔ Ë Ä×ÏÊÎÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ. ðÒÁ×É-

ÌÏ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÔÒÏÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ë Ä×ÏÊÎÏÍÕ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÌÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ
ÔÅÌÁ V , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ
×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ ÔÅÌÁ V ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oz, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÔÅ-
ÌÁ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ. ÷ ×ÅÒÈÎÅÊ ÔÏÞËÅ z = u(x, y), Á × ÎÉÖÎÅÊ z = v(x, y), ÇÄÅ
ÆÕÎËÃÉÉ u É v ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ D, Á ÏÂÌÁÓÔØ D ¡ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÔÅÌÁ V
ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Oxy (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).
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∫ ∫

V

∫

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ ∫

D

dx dy







u(x,y)
∫

v(x,y)

f(x, y, z) dz






.

(÷ÎÅÛÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ¡ Ä×ÏÊÎÏÊ ÐÏ ÏÂÌÁÓÔÉ D, Á ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ
x É y ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ). ïÂßÅÍ ÔÅÌÁ V ÒÁ×ÅÎ ÔÒÏÊÎÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ
ÐÏ V ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ 1 (f(x, y, z) ≡ 1).

ðÒÉÍÅÒ. îÁÊÔÉ ÏÂßÅÍ ÔÅÌÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ x = 0, y = 0,
z = 0, x+ y = 1, z = x2 + y2.

òÅÛÅÎÉÅ.

éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÔÅÌÏ V É ÅÇÏ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Oxy ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.
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ó×ÅÒÈÕ ÔÅÌÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÞÁÓÔØ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ z = x2 + y2

v =

∫ ∫

D

dx dy

x2+y2
∫

0

dz =

1
∫

0

dx

1−x
∫

0

dy

x2+y2
∫

0

dz.

íÙ Ó×ÅÌÉ ÚÁÄÁÞÕ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÔÒÅÈËÒÁÔÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÅÇÏ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ.

x2+y2
∫

0

dz = x2 + y2;

1−x
∫

0

(

x2 + y2
)

dy =

(

x2y +
y3

3

)∣

∣

∣

∣

1−x

0

= x2(1−x)+ (1− x)3

3
= −4
3
x3+2x2−x+1

3
;

1
∫

0

(

−4
3
x3 + 2x2 − x+

1

3

)

dx =

(

−1
3
x4 +

2

3
x3 − 1

2
x2 +

1

3
x

)∣

∣

∣

∣

1

0

=
1

6
.

÷ ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÏ× É ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÐÒÏ-
×ÅÒËÕ. ôÁË, × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉ-
ÄÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ. ïÂßÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ vn (×ÅÒÛÉÎÁ

× ÔÏÞËÅ 0) ÒÁ×ÅÎ
1

3
· 1√
2
· 1.

äÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï vn > v > 0. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

1

3
√
2
>
1

6
> 0.

íÏÖÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÅÒÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÂßÅÍ ÔÅÌÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ × ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

V =

∫ ∫

D

(

x2 + y2
)

dx dy,

ÇÄÅ D ¡ ÐÒÏÅËÃÉÑ V ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Oxy.


